
在⽅方格中填⼊入数字，要求：①只能填⼊入 或 ；②每⾏行行每列列都⾄至少填⼊入⼀一个数；③每⼀一⾏行行或每⼀一列列的数字均为
、 、 、 、 、 ( 和 交替出现，且 不不能出现在⾸首尾)．
(1)如果放⼊入 的⽅方格中有多少种⽅方法？
(2)如果放⼊入 的⽅方格中有多少种⽅方法？
(不不可以翻转或旋转)【北北京⾬雨朦改编】

解析

显然， 不不能出现在最边上，每⼀一⾏行行或每⼀一列列只能是 、 、 、 ，中间可以空．

(1)我们按照 的数量量来分类：

① 个 ： 个 放⼊入 的⽅方格中，每⾏行行每列列放 个，由乘法原理理易易得有 种．

② 个 ： 只能放⼊入中间的 的⽅方格中， 、 中放⼊入 个 ， 、 中放⼊入 个 ，另外 的位置可以交换，
有 种．

问题57 ⽅方格中填⼊入数字有⼏几种填法(改编
⾃自2021清华⼤大学领军计划丘班数学测试)
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③ 个 ：显然只有 种．

综上所述，⼀一共有 种．

(2)依然按照 的数量量来分类：

① 个 ： 个 放⼊入 的⽅方格中，每⾏行行每列列放 个，由乘法原理理易易得有 种．

② 个 ： 所在的⾏行行和列列是对称的，考虑⾏行行．若 或 ，这⼀一⾏行行的 有 种，若 ，这
⼀一⾏行行的 有 种， 所在的⾏行行列列填完后，还剩下两⾏行行两列列，两个 有 种填法，共有

种．

③ 个 ：共 ⼤大类，有 种．
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④ 个 ：共 ⼤大类，有 种．

⑤ 个 ： 种．

综上所述，⼀一共有 种．

2021清华⼤大学领军计划第 题
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! 3

已知矩阵 满⾜足条件：①元素都属于集合 ；②每⾏行行每列列不不全为 ；③去掉 元素后每⾏行行每列列都为
， ， ， ， ， ， ．三阶这样的矩阵 有 个，问四阶这样的矩阵 共有⼏几个？

X 0, 1, −1 0 0
1 −1 1 −1 ⋯ −1 1 X 7 X

【答案】42

【解析】若矩阵 不不含元素 ，则每⼀一⾏行行每⼀一列列都仅含有⼀一个元素 ，矩阵 共 个；若矩阵
含有元素 ，则 必然在矩阵 的⼀一个 ⼦子矩阵中

X −1 1 X 4! = 24 X

−1 −1 X 2 × 2
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若 ，则矩阵 共有5个a = −1 X
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罗宾斯数(Robbins numbers)
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同理理可得，当 或 或 ，矩阵 都共有 个，考虑 与 的情况有⼀一个矩
阵重复计算， 与 有⼀一个矩阵重复计算，因此当矩阵 含有元素 ，⼀一共有
个．

b = −1 c = −1 d = −1 X 5 a = −1 d = −1
b = −1 c = −1 X −1 4 × 5 − 2 =

18

综上所述，四阶矩阵 ⼀一共有 个．X 24 + 18 = 42

!

Robbins numbers: a(n) = Product_{k=0..n-1} (3k+1)!/(n+k)!; also the number of descending plane
partitions whose parts do not exceed n; also the number of n X n alternating sign matrices (ASM's).
前⼏几个数为 , , , , , , , , , , , 1 1 2 7 42 429 7436 218348 10850216 911835460 129534272700 31095744852375
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